Cadre : Soient (X, A, 1) un espace mesuré, K =R ou C, p € [1,+0o0] et
q son exposant conjugué tel que % + % =1.

I Construction de ’intégrale de Lebesgue

1) Intégrale de fonctions étagées
Définition 1. Une fonction f: X — K est dite étagée si elle est mesu-
rable et ne prend qu’'un nombre fini de valeurs.
Remarque 2. Les fonctions étagée sont les fonctions de la forme :

= Zai]]‘Ai avec I fini, a; € K, (4;)ier partition A-mesurable de X

iel

Définition 3. Soit f: X — K une fonction étagée. L’intégrale de f par
rapport a la mesure pu est définie par :

[ ran= ¥ auif-ape®
aef(X)
Proposition 4. Soit f: X — K une fonction étagée. Pour toute décom-

position de la forme f =3, a;la,, ona:

/ fdp=> a;p(A

i€l
Remarque 5. On a : / fdu<oos u({f#0}) < oco.
X

Proposition 6. L’intégrale des fonctions étagées positives est additive,
croissante et homogéne positive.

Proposition 7. Soient A, B € A, f étagée positive. On pose :

/Afdu:/XJlAfdu

Si A et B sont disjoints, on a alors :

/AUdeu=/Afdu+/deu

Proposition 8. Soit (E,),>1 une suite croissante d’éléments de A telle
que X = Un>1 E,. Alors, pour toute fonction f étagée positive, on a :

lim f dp = / fdu

n—oo

2) Intégrales de fonctions mesurables positives

Définition 9. Pour f : X — R+ mesurable, on pose :
/ fdp = sup {/ pdu ’ o < f, p étagée positive}
X X

On dit que f est intégrable si [, fdu < oc.

Remarque 10. Lorsque f est étagée positive, cette définition coincide
bien avec la premiere. De plus, cette intégrale est croissante.

Théoréme 11 (Beppo Levi). Soit (X, A, u) un espace mesuré et (fn)n
une suite croissante de fonctions mesurables positives, alors :

lim f, est mesurable et/ lim f,dp = lim / fndu
b'e n—oo X

n— oo n— oo

Proposition 12. L’intégrale des fonctions mesurables positives est addi-
tive, croissante et homogéne positive.

Proposition 13. Soit f : X — R+ mesurable, alors :
[ fdu=0= (s 20p) =0
X

Définition 14. Deux fonctions mesurables f et g coincident presque par-
tout, noté f = g p.p., si elles différent sur un ensemble négligeable.

Proposition 15. Soient f,g: X — RT mesurables. Si f = g p.p., alors
Jx fdu= [y gdpu.

Proposition 16 (Markov). Soit f : X — RT mesurable, alors :

/fdu

Va>0, u{f
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3) Fonctions intégrables

Définition 17. Une fonction mesurable f : X — K est dite intégrable si
| f| est intégrable. On note % (X, A, u) ou % (1) Pensemble des fonction
de X dans K qui sont intégrables.

Définition 18. Pour f € £ (X, A,pn), on note fT = max(0, f) et
f~ = —min(0, f). On définit alors :

/deu=/Xf+du—/Xf‘du

Si f e LHX, A, p), alors Re(f),Im(f) € L3 (X, A, ), et on pose :

/X fdu = /X Re(f) dp + i /X m(f) dp

Exemple 19. Sur (N, P(N)) muni de la mesure de comptage m, on a :

3 funl <oo}

=1

fﬂé(N,”P(N),m) = EI(N) = {(un)neN

Théoréme 20. L'espace L (X, A, ) est un K-espace vectoriel, ot ’in-
tégrale est une forme linéaire positive, et donc croissante.

Proposition 21. Pour f € £} (p), ona | [y fdp| < [ |f]|dp, avec éga-
lité si, et seulement si, il existe « € K de module 1 tel que f = alf| p.p..

4) Lien avec ’intégrale de Riemann
Théoréme 22. Soient [ : [a,b] — K intégrable au sens de Riemann.
1l existe g € £ ([a,b], B([a,b]),\) égale presque partout a f et telle que
f flx)dx = f 3 99X En particulier, si g :
alors g est Lebesgue-intégmble, et f[a p 9dA = G(b)

[a,b] — K est continue,
— G(a), ot G est une
primitive de g.

Remarque 23. Ce dernier théoréme se généralise mal aux intégrales im-
propres. Le sinus cardinal est Riemann intégrable sur R, mais pas au sens
de Lebesque.

n

Exemple 24. lim (1 — E) e dx = / ela—Dz g,
0 0

n—00 n

II Théoremes de convergence

1) Lemme de Fatou et convergence dominée

Théoréme 25 (Lemme de Fatou).
mesurables positives, alors :

0< / liminf f, dp <
X

n—oo

Soit (fn)nen une suite de fonctions

hm mf/ fndp < +o00

Application 26. Si (f,)nen est une suite de fonctions intégrables, et que
sup [ |fn|dX < 00, alors lim,_, f, est intégrable.

—lz|
n

Remarque 27. I faut la positivité, contredit le lemme de Fatou.

Théoréme 28 (Convergence dominée). Soit (fy,), une suite de fonctions

intégrables et f: X — K telles que :

(i) fn(x) = f(x) ppp.

(i) 3g € L5 (X, A, 1), ¥n € N, | f(2)] < g(x) pp.p.
Alors f € LH(X, A ) et 1i_>m Jx fadp = [ fdp.

Application 29. Soit f dérivable partout sur [0,1], de dérivée bornée.
Alors [ f/(t)dt = f(1) — £(0).
2) Application aux séries de fonctions

Théoréme 30. Soit (p,)nen une suite de fonctions mesurables.
(i) Siles pn sont positives, alors :

/. (an) du=3 [ o

neN neN

(i) Siy,en [x [onldp < 400, alors les fonctions o, 3, o lon| €t la
fonction définie pu p.p. Y, ©n sont intégrables, et :

/(Z%) dp = Z/wndu

neN neN

Application 31 (Lemme de Borel-Cantelli).
de parties de A, alors :

> (A,

neN

Soit (An)nen une famille

) < 400 = <1imsupAn> =0
neN
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IIT Espaces L?

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 32. Pour tout réel p > 0, on définit le K-espace vectoriel :

[ e < +oo}
X

Sauf situation ambigué, on privilégiera la notation plus concise £ (u).

LEX, A p) = {f : X — K mesurable

Exemple 33. Dans le cas de la mesure de comptage, cette définition
donne les espaces Uk (N) des suites de puissance p sommable.

Proposition 34. Soient 0 < p < q des réels.
(i) Sip est finie, alors ZF (1) D L2 (1).
(ii) Sion considére la mesure de comptage sur N, alors €5 (N) D ¢ (N).

Remarque 35. Il n’y a pas, en général, d’inclusion entre les espaces LP.

Définition 36. Pour toute fonction f : X — K et tout p > 0, on définit :

f||p( /X Iflpdu) (comvention : oot = o)

Théoréme 37 (Holder). Soient f € ZF (1) et g € LE(p), ot %+% =1.
Alors || fglly < IIf1l, llgll,-

Théoréme 38 (Minkowski). Soient p € [1,4+o00[ et f,g € Z§ (). Alors
1 +gll, < IF1, + llgll,,-

Définition 39. Pour 1 < p < +o0, on définit L () comme lespace
vectoriel normé quotient de .Z (1) par les fonctions presque nulles. On
associera par abus de langage un élément de £ (1) & sa classe dans L (p1).

Définition 40. On définit le supremum essentiel de f : X — R+ par :
[fllee = supess(f) = inf {M > 0[u({f > M}) =0} >0
On note .£2° (1) Vensemble des fonctions essentiellement bornées.

Définition 41. On définit L (i) comme l'espace vectoriel normé quo-
tient de .Z2°(u) par les fonctions presque nulles.

Remarque 42. En considérant 1 et co comme exposants conjugués, on
retrouve les inégalités de Holder et de Minkowski.

Théoréme 43 (Riesz-Fischer). Pour tout 1 < p < +oo, L (u) est un
espace de Banach.

2) Convolution, densité et régularisation

Définition 44. On appelle convolution de f et g la fonction f * g définie
par fxg(z) = [pa f(y)g(z — y) dy lorsque celle-ci est bien définie.

Proposition 45. (i) f € L', g€ I = [[f +gl, < /Il lall,.
(ii) feLP, ge L= |f*gllo < Ifl, llgll,-
Proposition 46. (L', +, ) est une algébre de Banach.

Définition 47. Une suite (p,)nen de fonctions positives de L' d’inté-
grale 1 sur R? est une approximation de I'unité si elles sont d’intégrale 1
sur RY, et si, pour tout € > 0, lim,,_, o0 f{\r\>€}] pn = 0. Si les p,, sont C*
a support compact, on parle de suite régularisante.

Théoréme 48. Soient f € LP(RY) et (p,), une approzimation de l’iden-
tité (p € [1,+00]), alors liIJ1r1 (pn * f) = f dans LP(R?).
n—-+oo

Théoréme 49. Pour tout p € [1,+oc[, C°(R?) est dense dans LP(RY).

3) Cas particulier de L?

Définition 50. L’application (f,g) — (f, g}LHQ( = [y fgdp définit un
produit scalaire. On note ||.||;2 = ||.||, la norme associée.
K

Corollaire 51. (L%«(,u), (., >Lu2<) est un espace de Hilbert.

Théoréme 52. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
eziste a > 0 tel que f] el p(x)dx < oo, alors les polynémes orthogonaux
associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

Développements

— Théoréme de Riesz-Fischer (43) [Bre]
— Densité des polynémes orthogonaux (52) | ]
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